Konkurs indywidualny 2020 - szKice rozwigzan

Zadanie 1. Liczba dwucyfrowa
Jesli liczbe dwucyfrowa podzielimy przez sume jej cyfr to otrzymamy 6 i reszte 3.
Jesli ta sama liczbe podzielimy przez sume jej cyfr powiekszong o 2, to otrzymamy
5ireszte 5. Wyznacz te liczbe.

Rozwigzanie: Wiemy, ze 10x + y = 6(x + y) + 3 oraz
10x+y=5(+y+2)+5.Stagdx =7iy=>5. Szukana liczba to 75.

Zadanie 2. Nier6wno$¢

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x, y, z takich, ze xyz > 0 zachodzi nieréwnos¢
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Rozwigzanie.

Mnozac stronami powyzsza nier6wnos¢ przez xyz otrzymujemy :

x%y? +y?z% + 2%x? = x*yz + xy?z + xyz?,

po pomnozeniu nier6wnosci obustronnie przez 2 i wykonaniu przeksztatcen
otrzymujemy: (xy — yz)? + (xy — zx)? + (yz — zx)? = 0, ktdra jest prawdziwa.

Zadanie 3. Iloczyn silni
Czy sposrod liczb 11,21,3!,....,2020! mozna wykresli¢ jedng liczbe tak, aby
iloczyn pozostatych liczb byt kwadratem liczby naturalnej? Liczba n! (silnia)
oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don tzn. n!=1-2-3-...-n.
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:

Tak, nalezy z iloczynu wykresli¢ liczbe 1010!.

Niech N = 1!-2!- 3!-...- 2020

Wtedy N = 12020.22019.32018.. .20192-2020!

Wyktadniki poteg o podstawach bedacych liczbami nieparzystymi sa liczbami
parzystymi, a wyktadniki przy parzystych liczbach sg liczbami nieparzystymi.
Zatem N =a?:2-4-6-..-2020, gdzie a jest liczbg naturalng dodatnia.
Zauwazmy, ze N =a?-21°10.(1-2-3-..-1010) = (25%-q)?-1010!, zatem
wykreslajac liczbe 1010! iloczyn pozostatych czynnikéw jest kwadratem liczby
naturalne;j.

Zadanie 4. Srodek $rodkowej
Przez wierzchotek A tréjkata ABC poprowadzono pétprosta p, dzielaca srodkowa
CD na potowy. Wykaz, Ze prosta p dzieli bok BC w stosunku 2: 1.

Rozwigzanie:
PoprowadZmy odcinek DG réwnolegty do prostej p (patrz rysunek);

A

Stosujac dwukrotnie twierdzenia Talesa dla tréjkata DGC oraz tréjkata ABF
otrzymujemy, ze: punkt F jest $rodkiem odcinka CG oraz punkt G jest Srodkiem
odcinka FB. Z réwnosci |CF| = |FG| = |GB| otrzymujemy teze zadania.

Zadanie 5. Suma cyfr
Niech S(x) oznacza sume cyfr liczby naturalnej x.

Rozwigz rownanie x + S(x) + S(S(x)) +S (S(S(x))) = 2020.

Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Réwnanie spetniajg jedynie liczby 2008, 1990.
Zauwazmy, Ze dla liczb naturalnych x mniejszych od 1975, S(x) < 28

isuma S(x) + S(S(x)) +S (S(S(x))) jest mniejsza od 46.
Sprawdzajac réwnanie
x+S(x) + S(S(x)) +S (S(S(x))) = 2020 dla liczb naturalnych

1975 < x < 2020, Otrzymujemy, Ze réwnanie spetniaja jedynie
liczby 20081 1990.

2008 + 5(2008) + S(5(2008)) + S (5(5(2008))) =2008+10+ 1+ 1= 2020
1990 + 5(1990) + S(5(1990)) + S (5(5(1990))) =1990 4+ 19 + 10 + 1 = 2020



