Szkice rozwigzan

Zadanie 1. Iloczyn i suma
[loczyn dwéch liczb dodatnich a i b jest réwny 1.
Wiadomo, ze (2a + 3b)(2b + 3a) = 3175. Oblicz a + b.

Rozwigzanie: Odpowiedz: a + b = 23.

Zauwazmy, ze 3175 = 6(a? + b?) + 13ab = 6(a? + b?) + 13,a stad

a? + b? = 527. Wéwczas (a + b)? = a? + b%? + 2ab = 527 + 2 = 232, zatem
a+b=23

Zadanie 2. Dwa pociagi

Ze stacji A do stacji B wyjechal pociag pospieszny. W tym samym momencie ze
stacji B do A wyruszyt pociagg osobowy. Po przejechaniu jednej trzeciej drogi pociag
pospieszny zatrzymat sie na 45 minut, nastepnie ruszyt i pociagi minety sie po 20
minutach. Dojechaly one do celu w tym samym momencie. W jakim czasie pociag
osobowy pokonat catg trase? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: OdpowiedZ: 225 minut

Niech t oznacza czas w minutach, po ktérym pociag poSpieszny zatrzymat

sie. Stosunek czaséw potrzebnych na przebycie catej drogi przez pociagi

musi by¢ réwny stosunkowi czaséw potrzebnych na przebycie drogi od

miasta A do momentu spotkania dla kazdego z pociggéw (gdyby pociag
3t

t+20
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t = 60 lub t = —5. Pociag osobowy przebyt catg trase w czasie 3t + 45, czyli
w czasie 225 minut.

pospieszny sie nie zatrzymat). Otrzymujemy réwnanie:

Zadanie 3. Tréjkat réwnoramienny

Jedenascie wierzchotkéw 25-kgta foremnego pomalowano czerwonym kolorem.
Uzasadnij, Zze istniejg trzy pomalowane punkty, ktére sa wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze kazda trojka wierzchotkéw pieciokata
foremnego tworzy trojkat réwnoramienny. Niech Ai,A4,, A3, ...,A;5 beda
kolejnymi wierzchotkami 25-kata foremnego. Wierzchotki te wyznaczaja
pie¢ pieciokatéow foremnych: A;AgA11416421; AzA7A12417455; Az ... Ays;
Ay ... Ayy 5 As ... Ays. WSrdéd powyzszych pieciokatow istnieje jeden, ktory
ma co najmniej trzy wierzchotki, ktére s3 wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

Zadanie 4. Reszty z dzielenia

Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 2023 jest o 23 wieksza niz reszta
z dzielenia liczby n przez 2022. Wyznacz najmniejszg liczbe n o tej wlasnosci.
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiagzanie: OdpowiedZ: n = 2022 - 2000 = 4044000

Niech m spetnia warunki zadania. Wtedy istniejq liczby naturalne d4,d,,r
spetniajgce warunek m = 2022d, + r = 2023d, 4+ r + 23. Zatem spetiony
jest warunek m —r = 2022d; = 2023d, + 23, co oznacza, Ze liczcha m —r
takze spetnia warunki zadania. Szukana liczba jest wiec podzielna przez
2022, a przy dzieleniu przez 2023 daje reszte 23. Dla liczb naturalnych
d < 2023 liczba 2022d przy dzieleniu przez 2023 daje reszte 2023 —d.
Wraz ze wzrostem d reszty zmniejszajg sie 1 osiggng warto$¢ 23 dla
d = 2000. Najmniejsza liczba jest wiec liczban = 2022 - 2000 = 4044000.

Zadanie 5. Pary liczb naturalnych
Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych (x, y) spelniajacych réwnosé
x+y)(x+y+1)+y=2023.

Rozwigzanie: Odpowiedz: (1,43)

Zauwazmy, ze jesli x + y = 45, to lewa strona rownosci jest niemniejsza niz
45-46 = 2070.

Jeslix +y <43, to(x+y)(x+y+1)+y <43-44+43 =1935.

Jesli x +y = 44,t044 - 45 + y = 2023, zatem 1980 + y = 2023, skad

y =43 oraz x = 1.



